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Chapitre 1 : 

Les inégalités 



 

0     Les relation binaire ( ≤ ;< ;≥ ; >)      Page : 0 
*Définition générale : 

       

 

  

*Les qualités de la relation  R sur E :                            

 

 

 

 

 

 

 

   Donc d’après c’est définitions on remarque bien que 

  ≤ , < , ≥ , >  sont des relations binaires sur l’ensemble  

  ℝ et les deux relations ≤ 𝑒𝑡 ≥ sont des relations d’ordres. 

*Remarque :  

Une relation binaire R sur un ensemble E est une 

propriété portant sur les couples d’éléments de E . On 

notera « aRb » le fait que  la propriété est vraie pour      

le couple   (a , b) ∈ E × 𝐸 et on dit que a est en relation 

avec b . 

 

R est réflexive  ⇔ ∀ x ∈ E : xRx                                 

R est symétrique ⇔ ∀ x,y ∈ E : xRy ⇒ yRx 

R est antisymétrique ⇔ ∀ x,y ∈ E : (xRy et yRx) ⇒ x=y 

R est transitive  ⇔ ∀ x, y, z ∈ E : (xRy et yRz) ⇒ xRz 

• R est une relation d’équivalence ⇔ R est réflexive , 

symétrique et transitive . 

• R est une relation d’ordre ⇔ R est réflexive , 

antisymétrique et transitive .  

 

Soit a et b deux réels .                                 

Si a ≤ 𝑏 ⇔ a <  𝑏 𝑜𝑢̅̅̅̅   a = 𝑏                        

Si a ≥ 𝑏 ⇔ a >  𝑏  𝑜𝑢̅̅̅̅  a =  𝑏 
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Nous savons que le carré d’un réel est toujours positif !! 

En symboles :  

*démonstration : 

Pour 𝑥 ≥ 0 , c’est vrai comme produit de deux nombres 

 positifs .  

Pour 𝑥 ≤ 0 , c’est vrai comme produit de deux nombres  

négatifs . 

Donc dans tous les cas est vraie. 

*Autre démonstration par une inégalité qu’ont vas 

voir : 

D’après l’inégalité de réarrangement on a : 

Supposons que 𝑥 ≥ 0 : 

𝑥 × 𝑥 + 0 × 0 ≥ 𝑥 × 0 + 0 × 𝑥 ⇒ 𝑥2 ≥ 0 

Supposons que 0 ≥ 𝑥 : 

0× 0 + 𝑥 × 𝑥 ≥ 0 ×𝑥 +𝑥× 0 ⇒ 𝑥2 ≥ 0 

Dans les deux cas on a   𝑥2 ≥ 0 . 

Donc ∀𝑥∈ℝ : 𝑥2≥ 0  

*Propriété très utiles : 

 

   

∀(𝑎;𝘣)∈ℝ2 : 𝑎2 + 𝑏2 ≥ 2𝑎𝑏 

( avec cas d’égalité si et seulement si a = b )  

      (∀𝑥∈ℝ) :  𝑥2≥ 0 
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L’inégalité arithmético-géométrique est une inégalité célèbre                        

et plus général . 

*Théorème : 

  

 

 

 

 

 

 

 

*Remarque :  

 

 

 

*Autre version du théorème : 

 

 

 

  

     Soit n un entier strictement positif et 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 

des réels positifs. On a l’inégalité suivante : 

𝑥1+⋯+𝑥𝑛

𝑛
 ≥ √𝑥1 × …× 𝑥𝑛

𝑛  

Il y a égalité si et seulement si tous les 𝑥𝑖 sont égaux . 

 

    Soient 𝑎1; … ; 𝑎𝑘 des nombres positifs et soient 𝛾1; … ; 𝛾𝑘  des      

nombres  réels strictement positifs tels que  𝛾1 +⋯+ 𝛾𝑘 = 1 . On a 

l’inégalité suivante :  𝛾1𝑎1 +⋯+ 𝛾𝑘𝑎𝑘 ≥ 𝑎1
𝛾1 × …𝑎𝑘

𝛾𝑘  

Avec cas d’égalité si et seulement si ∀(𝑖 ; 𝑗)  𝑎𝑖 = 𝑎𝑗  telle que 𝛾𝑖 ≠ 0 

 𝑒𝑡 𝛾𝑗 ≠ 0  . 

 

 

L’inégalité est appelé inégalité 

arithmético-géométrique car elle compare 

la moyenne arithmétique  (
𝑥1+⋯+𝑥𝑛

𝑛
) et la 

moyenne géométrique (√𝑥1 ×…× 𝑥𝑛
𝑛 ) des 

𝑥𝑖 . 
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*Théorème : 

  

 

 

 

 

 

 

*Propriété utile : 

 

 

 

 

*Remarque : 

  

Soit n un entier strictement positif , 𝑎1, … , 𝑎𝑛𝑒𝑡 𝑏1, … , 𝑏𝑛 

des réels . On a l’inégalité suivante : 

(𝑎1
2 +⋯+ 𝑎𝑛

2)(𝑏1
2 +⋯+ 𝑏𝑛

2) ≥ (𝑎1 𝑏1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛)
2  

Autre façons d’écriture : 

            (∑ 𝑎2𝑖
𝑖=𝑛
𝑖=1 )(∑ 𝑏2𝑖

𝑖=𝑛
𝑖=1 )≥(∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖)

𝑖=𝑛
𝑖=1

2
 

Avec cas d’égalité si et seulement si tous les 𝑏𝑖  sont nuls 

ou il existe 𝜑 réel tels que ∀ i ∈ {1, … , 𝑛} :  𝑎𝑖 = 𝜑𝑏𝑖  . 

 

 

Soit n ∈ ℕ*, 𝑐1… , 𝑐𝑛 et 𝑑1… , 𝑑𝑛 des réels positifs. 

On a l’inégalité suivante : 

(𝑐1 +⋯+ 𝑐𝑛)(𝑑1 +⋯+ 𝑑𝑛)≥(√𝑐1𝑑1 +⋯+√𝑐𝑛𝑑𝑛)
2 

Avec cas d’égalité si et seulement si tous les 𝑑𝑖  sont nuls 

ou il existe 𝜆 réel positif tel que ∀i ∈ {1, … ,𝑛} : 𝑐𝑖 = 𝜆𝑑𝑖   . 

 

 

 

 

I.C.S peut s’écrire de la forme suivante : 

𝑣⃗(𝑥1; . . . ; 𝑥𝑛) et  𝑢⃗⃗(𝑦1; . . . ; 𝑦𝑛) deux vecteurs 

on a : ‖𝑣⃗‖ × ‖𝑢⃗⃗‖ ≥  |𝑣⃗. 𝑢⃗⃗| 
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*Théorème : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

*Remarque : 

 

 

 

 

  

Soit n un entier strictement positif 

,𝑒1, … , 𝑒𝑛𝑑𝑒𝑠 𝑟é𝑒𝑙𝑠, 𝑒𝑡 𝑓1, … , 𝑓𝑛 

des réels strictement positifs .On a l’inégalité suivante : 

𝑒1
2

𝑓1
+⋯+ 

𝑒𝑛
2

𝑓𝑛
≥

(𝑒1+⋯+𝑒𝑛)
2

(𝑓1+⋯+𝑓𝑛)
 

Autre façons d’écriture : 

                               ∑
𝑒𝑖
2

𝑓𝑖

𝑖=𝑛
𝑖=1  ≥ 

(∑ 𝑒𝑖
𝑖=𝑛
𝑖=1 )2

∑ 𝑓𝑖
𝑖=𝑛
𝑖=1

 

Avec cas d’égalité si et seulement s’il existe un réel 𝜆 tel 

que        ∀ i∈{1, … , 𝑛} :  
𝑒𝑖

𝑓𝑖
 = 𝜆  . 

 

Cette inégalité est extraite de l’inégalité de Cauchy-

Schwarz, l’avantage de celle-ci qu’elle est plus facile à 

utiliser pour cela elle est nommé (inégalité des mauvais 

élèves) . 
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*Rappel :  

 

 

*Théorème : 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                              

*D’où vienne l’idée :  

Soit n ∈ ℕ* ; 𝑥1, … , 𝑥𝑛𝑒𝑡 𝑦1, … , 𝑦𝑛 des réels. On dit que les 

(𝑦𝑖) sont une permutation des (𝑥𝑖)si ce sont les mêmes 

nombres mais placés dans un ordre différent.  

Soient (𝑥1; … ; 𝑥𝑛) une suite ordonnée des nombres réels . Soient 

𝑦1, … , 𝑦𝑛 une deuxième suite des nombres réels et soit 𝛾1, … , 𝛾𝑛 une 

permutation des (𝑦𝑖).on a les inégalités suivantes : 

Si {𝑜𝑢
𝑥1 ≥. . . ≥ 𝑥𝑛𝑒𝑡 𝑦1 ≥. . . ≥ 𝑦𝑛
𝑥1 ≤. . . ≤ 𝑥𝑛 𝑒𝑡 𝑦1 ≤. . . ≤ 𝑦𝑛

 : 𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 ≥ 𝑥1𝛾1 +⋯+ 𝑥𝑛𝛾𝑛 

Si {𝑜𝑢
𝑥1 ≥. . . ≥ 𝑥𝑛 𝑒𝑡 𝑦1 ≤. . . ≤ 𝑦𝑛
𝑥1 ≤. . . ≤ 𝑥𝑛 𝑒𝑡 𝑦1 ≥. . . ≥ 𝑦𝑛

:  𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 ≤ 𝑥1𝛾1 +⋯+ 𝑥𝑛𝛾𝑛 

Dans les deux cas , les deux sommes extrémales sont coïncident  si et 

seulement si  (𝑥1 = ⋯ = 𝑥𝑛) et (𝑦1 = ⋯ = 𝑦𝑛) .(remarque :chaque 

suite de n nombres a pour (n!) permutations / ! : factorielle). 

Exemple de cette inégalité dans la vie quotidienne : si on a 3 stylos à encre noir 

et 2 stylos à encre bleue et 1 stylo à encre rouge et n’avons que trois choix de 

vente pour vendre chaque stylo , qui sont 〈5dh ;3dh ;2dh〉 . Donc pour gagner   

le  maximum possible il faut que : 5dh doit être le prix de 1 stylo à encre noir et 

3dh pour 1 stylo à encre bleue et 2dh pour 1 stylo à encre rouge ,si tous les 

stylos ont été vendus on va gagner (3× 5𝑑ℎ + 2 × 3𝑑ℎ + 1 × 2𝑑ℎ) = 23𝑑ℎ ; 

pour chaque autre choix de vente nous obtiendrons un profit inférieur à 23dh .  
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*Théorème : 

 

 

 

 

 

 

 

*Remarque :                                                                                                               

 

 

 

 

    

Soient 𝑎1, … , 𝑎𝑛 des nombres réels strictement 

positifs on a l’inégalité suivante : 

√
𝑎1

2  + ⋯+ 𝑎𝑛
2

𝑛
≥
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
≥ √𝑎1 ×…× 𝑎𝑛

𝑛 ≥
𝑛

1
𝑎1
+⋯+

1
𝑎𝑛

 

                     MQ ≥ MA ≥ MG ≥  𝑀𝐻  

 

Avec cas d’égalité si et seulement si  𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛  . 

Ces inégalités recueillit la moyenne 

quadratique, la moyenne arithmétique, la 

moyenne géométrique et la moyenne 

harmonique des valeurs 𝑎𝑖  . C’est pour cella est 

appelé inégalités des moyennes .Comme vous 

remarquer cette inégalité contienne l’inégalité 

arithmético-géométrique. 
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*Théorème : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Soient 𝑥1, … , 𝑥𝑛𝑒𝑡 𝑦1, … , 𝑦𝑛 deux suites de nombres réels 

et n ∈ ℕ*  . 

• Si les deux suites sont ordonnées dans le même sens, 

   ({𝑜𝑢
𝑥1 ≥. . . ≥ 𝑥𝑛 𝑒𝑡  𝑦1 ≥. . . ≥ 𝑦𝑛 
𝑥1 ≤. . . ≤ 𝑥𝑛 𝑒𝑡  𝑦1 ≤. . . ≤ 𝑦𝑛

) on a l’inégalité : 

𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 ≥
(𝑥1+⋯+𝑥𝑛)(𝑦1+⋯+𝑦𝑛)

𝑛
≥ 𝑥1𝑦𝑛 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦1  

D’autre écriture : 

∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

≥
(∑ 𝑥𝑖

𝑖=𝑛
𝑖=1 )(∑ 𝑦𝑖

𝑖=𝑛
𝑖=1 )

𝑛
≥∑𝑥𝑖𝑦𝑛−𝑖+1

𝑛

𝑖=1

 

• Si les deux suites sont ordonnées dans deux sens 

inverse, ( {𝑜𝑢 
𝑥1 ≥. . . ≥ 𝑥𝑛 𝑒𝑡  𝑦1 ≤. . . ≤ 𝑦𝑛
𝑥1 ≤. . . ≤ 𝑥𝑛 𝑒𝑡  𝑦1 ≥. . . ≥ 𝑦𝑛

 ) on a 

l’inégalité : 

  𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 ≤
(𝑥1+⋯+𝑥𝑛)(𝑦1+⋯+𝑦𝑛)

𝑛
≤ 𝑥1𝑦𝑛 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦1 

D’autre écriture : 

∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

≤
(∑ 𝑥𝑖

𝑖=𝑛
𝑖=1 )(∑ 𝑦𝑖

𝑖=𝑛
𝑖=1 )

𝑛
≤∑𝑥𝑖𝑦𝑛−𝑖+1

𝑛

𝑖=1

 

        

Avec cas d’égalité si et seulement si (𝑥1 = ⋯ = 𝑥𝑛) 

ou (𝑦1 = ⋯ = 𝑦𝑛) . 
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 *Théorème : 

 

 

 

 

 

 

 

 

*Le cas le plus célèbre : 

  

Etant donné trois réels positifs a ; b ; c et un réel 

strictement positif 𝜀 on a l’inégalité suivante :                     

𝑎𝜀(𝑎 − 𝑏)(𝑎 − 𝑐) + 𝑏𝜀(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐) +

         𝑐𝜀(𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏) ≥ 0 

Autre façons d’écriture : 

∑𝑎𝜀

𝑐𝑦𝑐

(𝑎 − 𝑏)(𝑎 − 𝑐) ≥ 0 

 Avec cas d’égalité si et seulement si (a= 𝑏 = 𝑐) 

ou si deux variables sont égales et la troisième est 

nulle .  

                           

Soient a ,b, c des nombres réels positifs on a 

l’inégalité suivante : 

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 3𝑎𝑏𝑐 ≥ 𝑎2𝑏 + 𝑎2𝑐 + 𝑏2𝑎 +

𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 + 𝑐2𝑏  

Le cas d’égalité et le même de cas général . 

(pour obtenir cette inégalité il suffit de 

remplacer dans l’inégalité de Shur 𝜀 par 1 et 

développé les produits . ) 
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*Théorème : 

 

 

 

 

 

*Remarque : 

 

 

 

 

 

*Application : 

 

 

Soient 𝜃 𝑒𝑡 𝑥 deux nombres positifs on a 

l’inégalité suivante : 

• Si 𝜃 ≥ 1 : (1 + 𝑥)𝜃 ≥ 1 + 𝜃𝑥 

• Si 1 ≥ 𝜃 ≥ 0 ∶ (1 + 𝑥)𝜃 ≤ 1 + 𝜃𝑥 

Avec cas d’égalité si et seulement si : 

(𝜃 = 1 𝑜𝑢̅̅̅̅  𝜃 = 0) ou 𝑥 = 0 . 

Cette inégalité peux démontrée par plusieurs 

méthodes : en utilisant la notion de 

convexité ; en utilisant la binôme du Newton 

, le lecteur est invité à démontrer cette 

inégalité par une méthode citée . 

 

L’inégalité de Bernoulli peut être utilisée 

comme lemme pour démontrer que pour tout 

réel  𝜆 > 1 ,  la limite de la suite géométrique 

(𝜆𝑛) est égale à +∞ . 
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*Théorème : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

*Inégalité de Hӧlder 2 : 

 

Tapez une équation ici. 

 

 

 

Soit (𝜀 ∈ ℕ∗) c’est le degré de l’inégalité de HӦlder, et soit 

𝑥𝑖𝑗 une collection de nombres réels positifs où i=1 ;…; n et 

j=1 ;…; 𝜀 , alors on a l’inégalité suivante : 

∏∑(𝑥𝑖𝑗)
𝜀 ≥ (∑∏𝑥𝑖𝑗

𝜀

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

)𝜀
𝑛

𝑖=1

𝜀

𝑗=1

 

Avec cas d’égalité si et seulement s’il existe des 

nombres réels 𝜑1, . . . , 𝜑𝜀 tel que : 

         𝜑1(

𝑥11.
.
.
𝑥1𝑛

) = 𝜑2(

𝑥21.
.
.
𝑥2𝑛

) = . . . = 𝜑𝜀 (

𝑥𝜀1.
.
.
𝑥𝜀𝑛

) 

             

 

Soient 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛𝑒𝑡 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 des nombres réels et p ; q 

des réels strictement positifs  tel que 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 .  on a 

l’inégalité suivante : 

        (∑ |𝑥𝑖|
𝑝)𝑖=𝑛

𝑖=1

1

𝑝 × (∑ |𝑦𝑖|
𝑞)𝑖=𝑛

𝑖=1

1

𝑞 ≥ (∑ |𝑥𝑖𝑦𝑖|)
𝑖=𝑛
𝑖=1  

Avec cas d’égalité si et seulement s’il existe un 

réel 𝜀 tel que : ∀ i ∈ {1; . . . ; 𝑛}:  𝑥𝑖
𝑝 = 𝜀𝑦𝑖

𝑞 
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*Théorème : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

*Le cas le plus célèbre  

 

 

 

 

 

*Remarque :  

Soit les (𝑥𝑖) des nombres réels strictement positifs : 

On a l’inégalité suivante : 

∑
𝑥𝑖

𝑥𝑖+1+𝑥𝑖+2
≥

𝑛

2

𝑖=𝑛
𝑖=1   

Après appliquer les permutations : 𝑥𝑖+𝑛 → 𝑥𝑖   (en 

remplace  𝑥𝑖+𝑛  𝑝𝑎𝑟 𝑥𝑖) 

D’après nos démonstrations on sait que le maximum 

valeur pour n est 8 ,donc l’inégalité est vraie pour 

n ∈ ⟦1 ;  8⟧  . 

 

  

Soient a ;b et c trois nombres réels   

strictement positifs on a l’inégalité suivante : 

𝑎

𝑏 + 𝑐
 +

𝑏

𝑎 + 𝑐
 +

𝑐

𝑎 + 𝑏
 ≥  

3

2
 

Cette dernier s’appelle inégalité de Nesbitt . 
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*Théorème : 

 

 

 

 

 

*Théorème : 

 

 

 

 

 

 

*Théorème :  

 

 

 

 Soit A , B et C trois point d’espace constituent un 

triangle quelconque ( peut être un triangle 

aplati ,triangle dégénéré leur sommets sont 

alignés)on a les inégalité suivante : 

• AB + BC ≥ AC 

• AB + AC ≥ BC     

• AC + BC ≥ AB 

Soit 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗; 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗; . . . ; 𝑣𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ des vecteurs dans l’espace on a 

L’inégalité suivante : 

‖𝑣⃗1‖ + ‖𝑣⃗2‖+. . . +‖𝑣⃗𝑛‖ ≥ ‖𝑣⃗1 + 𝑣⃗2+. . . +𝑣⃗𝑛‖ 

Avec cas d’égalité si et seulement si tous les vecteurs  

𝑣⃗1; . . . ; 𝑣⃗𝑛 sont colinéaires deux à deux et de mêmes 

sens . 

Soient 𝑥1; 𝑥2; . . . ; 𝑥𝑛 des réels on a l’inégalité suivante : 

|𝑥1| + |𝑥2|+. . . +|𝑥𝑛| ≥  |𝑥1 + 𝑥2+. . . +𝑥𝑛| 

Avec cas d’égalité si et seulement si  

∀ i ∈{1; . . . ; n} :  𝑥𝑖 ≥  0 ou  𝑥𝑖 ≤ 0 
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*Définition générale : 

 

 

 

 

*Somme cyclique : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La notion du somme est une notion très utile en 

mathématiques il sert a simplifier l’écriture d’une  

expression mathématique , nous verrons dans cette 

partie un type de sommations appelé  somme    

cyclique  . 

   Leur notation :  (𝑥1; 𝑥2; . . . ; 𝑥𝑛): ∑ 𝑃(𝑥𝑚, . . . , 𝑥𝑘)𝑐𝑦𝑐  

 P(𝑥𝑚, . . . , 𝑥𝑘) : l’expression cyclique (1 ≤ (k 𝑒𝑡 𝑚) ≤ 𝑛) 

 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) : les variables existants. 

Méthode de calcul : on trace un cercle puis en place  

 les variables existants de façon ordonnée ( le sens   

alphabétique ou numérique ). Exemples : 

                          𝑥1                                          

         𝑥4                                                a                       b 

                                     𝑥2                    

                    𝑥3                                            c        

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛): ∑ 𝑃(𝑥𝑚, . . . , 𝑥𝑘𝑐𝑦𝑐 ) =  ∑ 𝑃(xσ○...○σ(m), . . . , xσ○...○σ(k))
𝑛−1
𝑖=0  



 

                                                                                Page : 14  

 

 

 

 

 

 

Les cas les plus célèbre : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Avec  𝜎 = [
1 ⋯ 𝑛
⋮ ⋱ ⋮
2 ⋯ 1

] un cycle d’ordre n−1 . 

Puis on applique une permutation des variable successive 

sur l’expression cyclique   : (exemple pour 3 variables) 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∑
𝑥1

𝑥2
𝑐𝑦𝑐  = 

𝑥1

𝑥2
 + 

𝑥2

𝑥3
+
𝑥3

𝑥1
 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)∑ 𝑥1
2

𝑐𝑦𝑐 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 

 

 

(𝑎, 𝑏; 𝑐) ∑
𝑎

𝑏 + 𝑐
𝑐𝑦𝑐

= 
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
 

(𝑎; 𝑏; 𝑐)∑𝑎2𝑏 = 𝑎2𝑏 + 𝑏2

𝑐𝑦𝑐

𝑐 + 𝑐2𝑎 

(𝑎; 𝑏; 𝑐; 𝑑)∑𝑎 −
1

𝑏
𝑐𝑦𝑐

= (𝑎 −
1

𝑏
) + (𝑏 −

1

𝑐
) + (𝑐 −

1

𝑑
) + (𝑑 −

1

𝑎
) 

(𝑎; 𝑏; 𝑐)∑
𝑎

𝑏𝑐
𝑐𝑦𝑐

=
𝑎

𝑏𝑐
+
𝑏

𝑎𝑐
+
𝑐

𝑏𝑎
 

(𝑎; 𝑏; 𝑑)∑
√𝑎

𝑏
=
√𝑎

𝑏
+
√𝑏

𝑑
+
√𝑑

𝑎
𝑐𝑦𝑐

 

Remarque : la somme cyclique d’une expression égale la 

somme de n termes tels que :                                             

Card(les variables existant)= n . 
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*Inégalité homogène : 

 

 

 

 *Exemple : 

 

 

 

 

*Inégalité symétrique : 

 

 

 

 

*Exemple : 

 

 

Une inégalité est dite homogène si , lorsqu’on multiple 

chaque variable de l’inégalité par une même constante 

strictement positif , on retombe sur la même inégalité . 

            Pour k >  0 𝑜𝑛 𝑎 ∶ (∀a ,b ,c> 0) 

𝑘𝑎

𝑘𝑏+𝑘𝑐
+

𝑘𝑏

𝑘𝑐+𝑘𝑎
+

𝑘𝑐

𝑘𝑎+𝑘𝑏
≥

3

2
   donc l’inégalité  

       
𝑎

𝑏+𝑐
+

𝑏

𝑎+𝑐
+

𝑐

𝑏+𝑎
≥

3 

2
  est une inégalité homogéne . 

 

Une inégalité est dite symétrique si , lorsqu’on permute 

les variables de manière quelconque on retombe sur la 

même inégalité . Cela revient à dire que chaque 

variable joue le même rôle dans l’inégalité. 

l’inégalité 
𝑎(𝑏+𝑐)

𝑏𝑐
+
𝑏(𝑎+𝑐)

𝑎𝑐
+
𝑐(𝑎+𝑏)

𝑎𝑏
≥ 6  est une inégalité 

symétrique . 
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*Théorème : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque : 

 

 

 

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur un 

intervalle I , soit 𝑥1, 𝑥2, . . . . , 𝑥𝑛 𝑑𝑒𝑠 élements 

de l’intervalle I et 0 ≤  𝜔1, . . . . , 𝜔𝑛 ≤ 1 des réels positifs 

tels que 𝜔1+. . . +𝜔𝑛 = 1 . 

• Si f est convexe sur I (𝑓" ≥  0) on a l’inégalité 

𝜔1𝑓(𝑥1)+. . . . +𝜔𝑛𝑓(𝑥𝑛) ≥  𝑓(𝜔1𝑥1+. . . . +𝜔𝑛𝑥𝑛) 

autre écriture ∶  ∑𝜔𝑖𝑓(𝑥𝑖) ≥ 𝑓(∑𝜔𝑖𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

•  Si f est concave sur I ( 𝑓" ≤ 0) on a l’inégalité : 

 𝜔1𝑓(𝑥1)+. . . . +𝜔𝑛𝑓(𝑥𝑛)  ≤  𝑓(𝜔1𝑥1+. . . . +𝜔𝑛𝑥𝑛) 

autre écriture ∶ ∑𝜔𝑖𝑓(𝑥𝑖) ≤ 𝑓(∑𝜔𝑖𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

     (Avec cas d’égalité si et seulement si 𝑥1 =. . . = 𝑥𝑛) 

L’inégalité de Jensen intrinsèque dans le monde des inégalités     

, cette inégalité est très utile pour minoré ou majoré une 

expression algébriquement complexe ou étudier le signe d’une 

fonction . 



 

 

 

 

 

 

 

 

                          

 

                           Chapitre 2 : 

Les problèmes 
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Problème 1 : (lemme de tourniquet) 

 

 

Problème 2 : 

 

 

Problème 3 : 

 

 

Problème 4 : 

 

 

Problème 5 : 

 

 

  

 

Montrer que ∀ a ,b ,c ∈ ℝ : 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥   𝑎𝑏 +  𝑏𝑐 +  𝑎𝑐 

Montrer que quelque soit a un réel strictement positif : 

 𝑎 +
1

𝑎
 ≥  2 

Soient  x et y des réels strictement positifs . Montrer que 

 𝑥 +
𝑦2

𝑥
 ≥  2𝑦 

Soit x , y des réels . Montrer que  

5𝑥2 + 𝑦2 +  1 ≥  4𝑥𝑦 +  2𝑥  

Soient a, b et c des nombres réels . Montrer que  

2𝑎2 + 20𝑏2 + 5𝑐2 + 8𝑎𝑏 − 4𝑏𝑐 − 4𝑎𝑐  ≥  0 
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Problème 7 : 

 

 

 

Problème 8 : 

 

 

 

Problème 9 : 

 

 

 

 

 

Soient a , b et c des réels positifs tel que : ab + bc + ac = 1 

Montrer que : a + b + c ≥  √3 

Soient 𝑎1; 𝑎2; . . . ; 𝑎𝑛 des nombres réels positifs vérifiant  

𝑎1 × 𝑎2 ×. . .× 𝑎𝑛 = 1 et n ∈ ℕ∗ 

Montrer que :   ∏ (𝑎𝑖
𝑖=𝑛
𝑖=1 + 3)  ≥  4𝑛 

Soient a , b et c trois nombre réels strictement positifs . 

Monter que :     (a ;b ;c)  ∑
𝑎

𝑏𝑐𝑦𝑐   ≥ 3 

Monter que pour tous réels a , b et c et tous réels 

strictement positifs x , y et z on a : 

𝑎2

𝑥
+
𝑏2

𝑦
+
𝑐2

𝑧
≥  
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
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Problème 11 : 

 

 

 

 

Problème 12 : 

 

 

 

Problème 13 : 

 

 

 

 

 

Soient x et y deux réels vérifiant : x + y = 1 

Montrer que :  xy ≤  1 

Soient a ;b et c trois nombres réels strictement positifs 

Montrer que : 

𝑎2

𝑏𝑐
+
𝑏2

𝑎𝑐
+
𝑐2

𝑎𝑏
 ≥  3 

Soient a ;b ;c et d des réels positifs . Montrer que 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 ≥ 4√𝑎𝑏𝑐𝑑
4

 

Soient x ; y et z trois nombres réels . Monter que : 

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2  ≤  3(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) et 

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2 ≥  3( 𝑥𝑦 +  𝑦𝑧 +  𝑥𝑧 ) 



 

Problème 14 : Page : 21 

 

 

 

 

Problème 15 : 

 

 

 

 

Problème 16 : 

 

 

 

Problème 17 : 

 

 

 

 

Soient a , b et c trois réels non nuls . Montrer que  

 
𝑎2

𝑏2
+
𝑏2

𝑐2
+

𝑐2

𝑎2
 ≥

𝑏

𝑎
+

𝑐

𝑏
+
𝑎

𝑐
 

Soient a , b et c des réels positifs . Monter que  

2(𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3) ≥  𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏)  +  𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐)  +

         𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) 

Soit x un réel , on pose  𝑥5 − 𝑥3 + 𝑥 =  𝑎 . 

Monter algébriquement (sans utiliser les fonctions) : 

𝑥6  ≥  2𝑎 −  1 

Soient x , y , z des réels  tels :  {

𝑧 > 0
|𝑥 + 𝑦| ≤ 𝑧
|𝑥 − 𝑦| ≤ 𝑧

 

Monter que :  |𝑥| + |𝑦| ≤  𝑧 𝑒𝑡 |𝑥𝑦| ≤  
𝑧2

4
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Problème 19 :  

 

 

 

 

 

Problème 20 :  

 

 

 

Problème 21 : (combinaison avec la logique !!)                                                                                                     

 

 

 

Soient a , b deux réels et x , y deux réels strictement positifs . 

Montrer sans utiliser l’inégalité des mauvais élèves :           

𝑎2

𝑥
 +  

𝑏2

𝑦
 ≥  

(𝑎+𝑏)2

𝑥+𝑦
 

    Soient x et y deux réels . Montrer que : 

• |𝑥|  +  |𝑦|  ≥  |𝑥 +  𝑦| 

• |𝑥 +  𝑦| + |𝑥 −  𝑦|  ≥  |𝑥|  + |𝑦| 

• (|𝑥 − 1|  +  1)(|𝑦 − 1|  + 1) ≥  |𝑥𝑦 − 1| 

• 
|𝑥|

1+|𝑥|
 +  

|𝑦|

1+|𝑦|
 ≥  

|𝑥+𝑦|

1+|𝑥+𝑦|
 

 

 

Soient x , y et z des réels positifs tel que  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =  2 

                                     Montrer que :                                                                        

 ⦋(x + y + z ≤  2 +  𝑥𝑦)  𝑜𝑢̅̅̅̅  ((𝑥𝑦)2 + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)2 ≥  0) ⦌⇔ F 

    ( F : la proposition toujours fausse , antilogie) 

    Soient a , b , c et d des entiers naturels tels que 

                         1 <  𝑎 <  𝑏 <  𝑐 < 𝑑 

Montrer que : 
1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐
+

1

𝑑
+

1

𝑎𝑏𝑐𝑑
 ≤  

31

24
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Problème 23 : 

 

 

 

 

Problème 24 :                                                                                                        

 

 

 

 

Problème 25 : 

     

 

 

Soit a , b et c trois réels strictement positifs .                 

Montrer que :  
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
+

𝑏𝑐

𝑏+𝑐
+

𝑎𝑐

𝑎+𝑐
 ≤  

𝑎+𝑏+𝑐

2
  

Soient x et y deux nombres réels  strictement positifs. 

Montrer que : 

𝑥

𝑥4 + 𝑦2
 +

𝑦

𝑥2 + 𝑦4
 ≤  

1

𝑥𝑦
 

Soit a > 0 et n ≥ 1 un entier . 

Montrer que : 

𝑎𝑛

1 + 𝑎 +. . . +𝑎2𝑛
< 

1

2𝑛
 

Soient x et y deux nombres réels strictement positifs 

tels que : x + y = 1 

Montrer que : 

𝑥2

𝑥 + 1
 +

𝑦2

𝑦 + 1
 ≥  

1

3
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Problème 27 : 

 

 

 

 

  

Les problèmes de degré 2 : 

   Problème 1 : 

 

 

 

 

 

 

         Soient a , b et c des réels strictement positifs . 

        Montrer que :  

                      
𝑎

𝑏+𝑐
 +  

𝑏

𝑎+𝑐
 +  

𝑐

𝑎+𝑏
 ≥  

3

2
  

Soient x , y et z des éléments de l’intervalle 

[0 ;  1] . Montrer que : 

𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≤ 1 + 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 

Soient  x , y >  1 . montrer que 

𝑥2

𝑦 − 1
 +

𝑦2

𝑥 − 1
 ≥  8 
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Problème 3 : 

 

 

 

 

Problème 4 : 

 

 

 

 

   Problème 5 : 

 

 

 

Soient a , b et c des entiers relatifs distincts de 1 

Montrer que : 

{
𝑎 +  𝑏 ≤  𝑎𝑏
𝑏 +  𝑐 ≤  𝑏𝑐

  ⇒  a + c ≤  𝑎𝑐 

Soient a , b et c des réels strictement positifs             

tels que 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  =  3 . Montrer que 

1

𝑎𝑏 + 1
 +

1

𝑏𝑐 + 1
+

1

𝑎𝑐 + 1
 ≥  

3

2
 

 

 

Soient a , b et c des réels strictement positifs. 

Montrer que : 

𝑎3

𝑏2 + 𝑐2
+

𝑏3

𝑎2 + 𝑐2
+

𝑐3

𝑎2 + 𝑏2
 ≥  

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
 

 

Soient a , b et c des réels strictement positifs , 

montrer que : 

𝑎

2𝑐 + 𝑎
 + 

𝑏

2𝑎 + 𝑏
 +

𝑐

2𝑏 + 𝑐
 ≥  1 
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Problème 7 : 

 

 

 

 

 

Problème 8 : 

 

   

 

 

 

 

soit x , y et z trois nombres réels strictement 

positifs vérifiant xyz = 1 . Montrer que 

(𝑥 +
1

𝑦
)
2

 + (𝑦 +
1

𝑧
)
2

+ (𝑧 +
1

𝑥
)
2

 ≥ 

3(x + y + z + 1) 

 

Soit x un réel strictement positif tels que  

𝑥5 − 𝑥3 + 𝑥 ≥  3 

Montrer que : 𝑥6 ≥  5 (sans utilisé l’étude des 

fonctions) 

  

 

Soient x , y et z des réels strictement positifs tels 

que : 

xyz( x + y + z ) = 1 

Montrer que : (x + y)(y + z) ≥  2 
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Problème 10 :  

 

 

 

 

 

Problème 11 : 

 

 

 

 

 

 

Soient x , y et z des réels strictement positifs  

Montrer que : 

𝑦2 + 𝑧2

𝑥
+ 
𝑥2 + 𝑧2

𝑦
 +
𝑥2 + 𝑦2

𝑧
 

≥  2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

Soient a , b , c et d des réels tels que a ≠ 0 𝑒𝑡 𝑏 ≠ 0 

Montrer que :  

(𝑎 − 𝑐)2  +  (𝑏 − 𝑑)2  ≥  
(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2

𝑎2 + 𝑏2
 

Soit n un entier naturel  . Montrer que  

(
𝑛 + 1

2
)𝑛 ≥  𝑛! 

Indication : utiliser l’inégalité de Bernoulli 
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Problème 13 :  

 

 

 

 

 

Problème 14 : 

 

 

 

 

 

 

Soient a , b et c des réels strictement positifs tels que  

abc = 1, Montrer que : 

1

𝑎3(𝑏 + 𝑐)
 + 

1

𝑏3(𝑎 + 𝑐)
 + 

1

𝑐3(𝑎 + 𝑏)
 ≥  

3

2
  

Soient a , b et c les longueurs des côtés  d’un triangle  

(triangle non aplati ) 

  Montrer que : 

                    
𝑎

𝑏 + 𝑐
+ 

𝑏

𝑎 + 𝑐
 +  

𝑐

𝑎 + 𝑏
 <  2 

Soient a , b et c des réels strictement positifs  

Montrer que : 

𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4

𝑎𝑏𝑐
 ≥  𝑎 +  𝑏 + 𝑐 
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Problème 16 : 

 

  

 

 

 

 

 

Problème 17 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Soient x , y et z des réels strictement positifs tels 

que :  x + y + z = 1 .                                           

Montrer que : 

√6𝑥 + 1 + √6𝑦 + 1 + √6𝑧 + 1  ≤  3√3 

Soient x , y et z des réels strictement positifs  

      tels que : x + y + z = 3 . Montrer que : 

          
√𝑥

𝑦 + 𝑧
 + √𝑦

𝑥 + 𝑧
+

√𝑧

𝑥 + 𝑦
 ≥ 

3

2
  

Soit x , y , z des réels positifs tels que :                 

x + y + z = 3 . Montrer que : 

√𝑥 + √𝑦 + √𝑧  ≥  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧  
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Problème 1 : (Iran, 1998) 

 

 

 

 

 

Problème 2 : (Hong Kong , 1998) 

 

 

 

 

 

Problème 3 : (Iran, 2017)                                                               

 

 

 

 

 

 

Soient x , y , z > 1 tels que  
1

𝑥
+

1

𝑦
+
1

𝑧
 =  2 

Montrer que :  

√𝑥 + 𝑦 + 𝑧  ≥ √𝑥 − 1 + √𝑦 − 1 + √𝑧 − 1 

Soient a , b , c  ≥  1 

Montrer que : 

√𝑐(𝑎𝑏 + 1)   ≥  √𝑎 − 1 + √𝑏 − 1 + √𝑐 − 1 

Soient x et y deux réels distinctes strictement positifs 

tel que   x4 − y4 = x − y .  

Montrer que :  

4

3
(𝑥 + 𝑦) ≥  

𝑥 − 𝑦

𝑥6 − 𝑦6
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Problème 5 :                                                                                     

 

 

 

 

 

   

 

• Les challenges :  

Challenge 1 : 

Soient  𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧 > 0 

Montrer que : 

𝑥2𝑦

𝑧
+
𝑦2𝑧

𝑥
+
𝑧2𝑥

𝑦
 ≥ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

 

Soient a , b et c des réels strictement positifs 

tels que : abc = 1. Montrer que : 

 
1 + 𝑎𝑏2

𝑎3
+
1 + 𝑏𝑐2

𝑏3
+
1 + 𝑐𝑎2

𝑐3
 

≥  
18

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3
  

Soient  x , y, z > 0 . Montrer que : 

𝑥𝑦𝑧(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧)
≤  
3 + √3

9
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Challenge 3 :                                                                                       

  

 

 

 

Challenge 4 :                                                                                        

 

 

 

 

Challenge 5 :  

Soient  a , b , c > 0 . Montrer que : 

∑√
2𝑎

𝑎 + 𝑏
𝑐𝑦𝑐

 ≤ 3 

Soient a , b , c ≥  𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑞𝑢𝑒 ∶  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≥ 𝑎𝑏𝑐 

Montrer que : 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 𝑎𝑏𝑐 

Soient x , y et z des réels . Montrer que : 

|𝑥| + |𝑦| + |𝑧| + |𝑥 + 𝑦 + 𝑧|

≥ |𝑥 + 𝑦| + |𝑦 + 𝑧| + |𝑥 + 𝑧| 

Soient x , y , z > 0 . Montrer que : 

∑
𝑥

𝑥𝑧 + 2𝑥 + 1
𝑐𝑦𝑐

≤
3

4
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre 3 : 

Les solutions des problèmes 
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Problème 1 : 

 

 

 

 

 

 

 

Problème 2 : 

 

 

 

 

 

 

Problème 3 :   

On a ∀ 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 ∈ ℝ ∶ 

(𝑎 − 𝑏)2 ≥  0 , (𝑏 − 𝑐)2  ≥  0 , (𝑎 − 𝑐)2  ≥  0 

⇒ 𝑎2 + 𝑏2 ≥  2𝑎𝑏 , 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2𝑏𝑐 , 𝑎2 + 𝑐2 ≥ 2𝑎𝑐 

⇒ 2(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) ≥ 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐) 

⇒ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥  𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 +  𝑎𝑐 

D’où le résultat . 

On a ∀ 𝑎 >  0 ∶  (√𝑎 −
1

√𝑎
)
2
≥  0 

⇒ a + 
1

𝑎
 ≥  2 × √𝑎  ×

1

√𝑎
 

⇒ 𝑎 + 
1

𝑎
 ≥  2 

D’où le résultat . 

on a ∀ x , y >  0 ∶  (√𝑥  − 
𝑦

√𝑥
)2 ≥  0 

D’ ou : x + 
𝑦

𝑥
 ≥  2𝑦 
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Problème 5 :                                                                                          

 

 

 

 

 

Problème 6 : 

 

On a ∀ x , y : 

(2𝑥 − 𝑦)2  +  (𝑥 − 1)2  ≥  0 

⇒ 5𝑥2  +  𝑦2 + 1 ≥  4𝑥𝑦 +  2𝑥 

D’où le résultat  

On a ∀ a , b , c ∈ ℝ : 

(𝑎 − 4𝑏)2  +  (𝑎 − 2𝑐)2  +  (2𝑏 − 𝑐)2  ≥  0 

⇒ 20𝑏2 +  2𝑎2 + 5𝑐2 − 8𝑎𝑏 − 4𝑎𝑐 − 4𝑏𝑐 ≥  0 

D’où le résultat .  

en utilisant la lemme de tourniquet on a : 

∀ a , b , c ≥ 0 : 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥  𝑎𝑏 +  𝑏𝑐 +  𝑎𝑐 

⇒ 𝑎2 + 𝑏2+𝑐2  + 2𝑎𝑏 + 2𝑏𝑐 + 2𝑎𝑐 ≥  3(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 +

𝑎𝑐 ) 

⇒ (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 ≥  3(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐) 

⇒ (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 ≥ 3 

D’où :  a + b + c  ≥  √3 
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Problème 8 : 

 

 

 

 

Problème 9 :  

 

 

 

   On a ∀ 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ≥  0 

∏(𝑎𝑖 + 3) =∏((𝑎𝑖 + 1) + 2)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

                                            =((𝑎1 + 1) + 2)((𝑎2 + 1) + 2). . . ((𝑎𝑛 + 1) + 2) 

On a : ∀ 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ≥ 0 : 

𝑎1 + 1 ≥ 2√𝑎1 ;  𝑎1 + 1 ≥ 2√𝑎1 ;  . . . . . ; 𝑎1 + 1 ≥ 2√𝑎1 

  ⇒ 𝑎1 + 3 ≥ 2√𝑎1  + 2; 𝑎2 + 3 ≥ 2√𝑎2  + 2;… ; 𝑎𝑛 + 3 ≥ 2√𝑎𝑛  + 2 

On a : 2√𝑎1  + 2 ≥ 4√𝑎1
4  ;  2√𝑎2  + 2 ≥ 4√𝑎2

4  ; . . . ;  2√𝑎𝑛 +2 ≥  4√𝑎𝑛
4  

⇒ 𝑎1 + 3 ≥ 4√𝑎1
4  ;  𝑎2 +  3 ≥ 4√𝑎2

4  ; . . . . . ; 𝑎𝑛 + 3 ≥ 4√𝑎𝑛
4  

⇒        ∏ (𝑎𝑖 + 3)  ≥   4
𝑛𝑛

𝑖=1  , d’où le résultat . 

On a ∀ a , b , c >  0 ∶  ∑
𝑎

𝑏𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐  =  
𝑎

𝑏
+
𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑎
 

En utilisant l’inégalité AM.GM d’ordre 3 on obtienne le résultat . 

En appliquant l’inégalité des mauvais élèves  

On obtienne le résultat demander . 
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Problème 11 :  

 

 

Problème 12 

 

 

 

 

 

 

Problème 13 :                                                                                  

 

 

On a : x + y = 1 

⇒ (𝑥 +  𝑦)2 =  1 

⇒ 𝑥2  +  𝑦2  =  1 − 2𝑥𝑦 

On a : ∀ x , y : 𝑥2  +  𝑦2 ≥  2𝑥𝑦 

⇒ 1 − 2𝑥𝑦 ≥  2𝑥𝑦  ⇒ xy  ≤ 
1

4
 

         Appliquer l’inégalité AM.GM d’ordre 3  

On a : ∀ a , b , c , d ≥ 0 

a + b + c + d ≥ 2√𝑎𝑏  + 2√𝑏𝑐 

                  ≥ 2× 2 √𝑎𝑏𝑐𝑑
4

 

         ≥4√𝑎𝑏𝑐𝑑
4

 

D’où le résultat . 

En utilisons la lemme de tourniquet on obtienne  

le résultat . 
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Problème 15 :

On pose x = 
𝑎

𝑏
 , y = 

𝑏

𝑐
 𝑒𝑡 𝑧 =

𝑐

𝑎
  tel que  

a , b , c >  0 . Donc d’après la lemme de 

tourniquet on a : 

𝑥2  + 𝑦2 + 𝑧2  ≥  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 +  𝑥𝑧 

⇒ 
𝑎2

𝑏2
+
𝑏2

𝑐2
+

𝑐2

𝑎2
 ≥  

𝑎

𝑐
 +

𝑏

𝑎
+

𝑐

𝑏
  

D’où le résultat. 

On a ∀ a , b , c  ≥ O : 

𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2  ≥  𝑎𝑏 

𝑏2 − 𝑏𝑐 + 𝑐2 ≥ 𝑏𝑐 

𝑎2 − 𝑎𝑐 + 𝑐2 ≥ 𝑎𝑐 

Donc : (a + b )(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2) ≥ 𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) 

(𝑏 + 𝐶)(𝑏2 − 𝑏𝑐 + 𝑐2) ≥ 𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) 

(𝑎 + 𝑐)(𝑎2 − 𝑎𝑐 + 𝑐2) ≥ 𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) 

Sommons les trois inégalités et on obtienne  

   le résultat :   2(𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3) ≥ 

         ab(a + b) + bc(b + c) + ac(a + c) 
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Problème 17 :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Problème 18 :                                                                                  

 

 

 

On sait que : 𝑥6  +  1 =  (𝑥2 + 1)(𝑥4 − 𝑥2 + 1) 

Et ∀ x ∈ ℝ : 𝑥2  +  1 ≥  2𝑥  𝑒𝑡  𝑥4 − 𝑥2  + 1 >  0  

Donc : (𝑥2 + 1)(𝑥4 − 𝑥2 + 1) ≥  2𝑥(𝑥4 − 𝑥2 + 1) 

D’où : 𝑥6  ≥  2𝑎 − 1 

Pour montrer |𝑥| + |𝑦|  ≤  𝑧 il suffit de 

démontrer  dans les cas suivante : 

• 𝑥 ≥  0 𝑒𝑡 𝑦 ≥  0 

• 𝑥 ≤  0 𝑒𝑡 𝑦 ≤  0 

• 𝑥 ≥  0 𝑒𝑡 𝑦 ≤ 0 

• 𝑥 ≤ 0 𝑒𝑡  𝑦 ≥ 0 

Pour montrer |𝑥𝑦| ≤  
1

4
𝑧2  il suffit 

d’utiliser : 

L’inégalité |𝑥|  +  |𝑦|  ≥  2√|𝑥𝑦|  

 

En simplifiant l’expression : 

𝑎2

𝑥
+
𝑏2

𝑦
− 
(𝑎 + 𝑏)2

𝑥 + 𝑦
 =  

(𝑦𝑎 − 𝑥𝑏)2

𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦)
≥ 0 

D’où le résultat . 
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Problème 20 :                                                                                

 

 

 

 

• On a (|𝑥| + |𝑦|)2 − (|𝑥 + 𝑦|)2 = 2(|𝑥𝑦| − 𝑥𝑦) ≥ 0 

      D’où le résultat 

• Il suffit de démontrer dans les suivantes 

(𝑥 , 𝑦 ≥  0) , ( 𝑥 , 𝑦 ≤ 0), (𝑥 ≥ 0𝑒𝑡 𝑦 ≤ 0), (𝑥 ≤ 0𝑒𝑡 𝑦 ≥ 0) 

 

• On pose a = x−1 et b = y−1 on a l’inégalité suivante 

|𝑎𝑏| + |𝑎| + |𝑏| + 1 ≥ |𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏| 

         ⇒(|𝑎| + 1)(|𝑏| + 1) ≥ |(𝑎 + 1)(𝑏 + 1) − 1| 

En remplacent a et b par leur valeur on obtienne le 

résultat . 

• On pose 𝑓(𝑥) =  
𝑥

𝑥 +1
 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ+  

On a |𝑥| + |𝑦| ≥  |𝑥 + 𝑦| ≥ 0 ⇒ 𝑓(|𝑥| + |𝑦|) ≥

𝑓(|𝑥 + 𝑦|)  

  ⇒  
|𝑥|+|𝑦|

|𝑥|+|𝑦|+1
≥ 

|𝑥+𝑦|

|𝑥+𝑦|+1
 𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑎 

|𝑥|

|𝑥|+1
+

|𝑦|

|𝑦|+1
≥

|𝑥|

|𝑥|+|𝑦|+1
+

     
|𝑦|

|𝑥|+|𝑦|+1
  . D’où : 

|𝑥|

|𝑥|+1
+

|𝑦|

|𝑦|+1
≥ 

|𝑥+𝑦|

|𝑥+𝑦|+1
 

On a : 1 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑  

         ⇒  𝑎 ≥  2 , 𝑏 ≥ 3 , 𝑐 ≥ 4 , 𝑑 ≥ 5 𝑒𝑡 𝑎𝑏𝑐𝑑 ≥  120 

         ⇒  
1

𝑎
≤ 

1

2
,
1

𝑏
≤

1

3
 ,
1

𝑐
≤

1

4
,
1

𝑑
≤

1

5
 𝑒𝑡 

1

𝑎𝑏𝑐𝑑
 ≤

1

120
 

         ⇒    
1

𝑎
+
1

𝑏
+
1

𝑐
+

1

𝑑
+

1

𝑎𝑏𝑐𝑑
 ≤  

31

24
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Problème 22 : 

 

 

 

 

 

 

Problème 23 :                                                                                 

 

 

 

 

Rappel : soit P et Q deux propositions on a 

Non (P 𝑜𝑢̅̅̅̅  Q) ⇔ (P⇔Q) 

Donc pour montrer que                                                    

((𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≤ 𝑥𝑦 + 2 𝑜𝑢̅̅̅̅  (𝑥𝑦)2 + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)2 ≥  0) 

est une proposition fausse il suffit de montrer que la 

proposition suivante est vraie : 

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≤ 𝑥𝑦 + 2 ⇔ (𝑥𝑦)2 + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)2 ≥ 0) 

 

On a ∀ a , b , c des réels strictement positifs : 

(√𝑎 − √𝑏)2 ≥ 0, (√𝑏 − √𝑐)2 ≥ 0, (√𝑎 − √𝑐)2 ≥ 0 

⇒ 
(𝑎+𝑏)2

4
 ≥ 𝑎𝑏 ,

(𝑏+𝑐)2

4
≥  𝑏𝑐 ,

(𝑎+𝑐)2

4
 ≥ 𝑎𝑐 

⇒ 
𝑎+𝑏

4
≥

𝑎𝑏

𝑎+𝑏
 ,
𝑏+𝑐

4
≥

𝑏𝑐

𝑏+𝑐
 ,
𝑎+𝑐

4
 ≥

𝑎𝑐

𝑎+𝑐
 

Sommons tous ces inégalités et on obtienne le résultat 

 

On a ∀ x , y >  0 : 

𝑥4 + 𝑦2  ≥ 2𝑥2𝑦  𝑒𝑡 𝑥2 + 𝑦4  ≥ 2𝑥𝑦2 

⇒ 
𝑋

𝑥4+𝑦2
 ≤  

1

2𝑥𝑦
 𝑒𝑡 

𝑦

𝑥2+𝑦4
≤

1

2𝑥𝑦
 

 Sommons les deux inégalités et on obtienne le résultat  
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Problème 25 : 

 

 

 

Problème 27 :                                                                                  

 

 

 

 

 

 

     D’après l’inégalité AM.GM on a ∀ a > 0 : 

1 + 𝑎+. . . +𝑎2𝑛

2𝑛 + 1
≥ √𝑎0+1+...+2𝑛

2𝑛+1
= 𝑎𝑛 

           Et on a ∀ n > 0 : 
1

2𝑛
>

1

2𝑛+1
 

         ⇒  
1+𝑎+....+𝑎2𝑛

2𝑛
 >  𝑎𝑛 

        D’où : 
1

2𝑛
 >  

𝑎𝑛

1+𝑎+....+𝑎2𝑛
 

 

 on Utilisons l’inégalité des mauvais élèves on                 

obtienne le résultat . 

On a : 𝑥 ≤ 1 , 𝑦 ≤ 1, 𝑧 ≤ 1 

⇒ 𝑥𝑦 ≤ 𝑦 , 𝑦𝑧 ≤ 𝑧, 𝑥𝑧 ≤ 𝑥 

⇒𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 

On a (x − 1)(y − 1)(z − 1) ≥ 0 

⇒1+ xy + yz + xz ≥ x + y + z +xyz ≥ x + y + z 
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• Les solution des problèmes de degré 2 : 

Problème 1 :  

D’après l’inégalité des mauvais élèves on a : 

𝑥2

𝑦 − 1
+

𝑦2

𝑥 − 1
 ≥

(𝑥 + 𝑦)2

𝑥 + 𝑦 − 2
 

On a ∀ x + y > 2 : 

(𝑥 + 𝑦)2 + 16 ≥  8(𝑥 + 𝑦) 

⇒(𝑥 + 𝑦)2 ≥ 8(𝑥 + 𝑦 − 2) 

⇒  
(𝑥+𝑦)2

𝑥+𝑦−2
≥  8 

D’où : 
𝑥2

𝑦 − 1
 +

𝑦2

𝑥 − 1
 ≥  8 

 

On a : 
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑎 + 𝑐
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
 =  

𝑎2

𝑎𝑏 + 𝑎𝑐
+

𝑏2

𝑏𝑎 + 𝑏𝑐
+

𝑐2

𝑎𝑐 + 𝑏𝑐
 

D’après l’inégalité des mauvais élèves  on a : 

𝑎2

𝑎𝑏 + 𝑎𝑐
+

𝑏2

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐
+

𝑐2

𝑎𝑐 + 𝑏𝑐
≥  

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2

2( 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 )
 

D’après la lemme de tourniquet on a : 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 ≥  3(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐) 

⇒ 
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 )2

2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)
 ≥  

3

2
 

D’où :   
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑎 + 𝑐
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
 ≥

3

2
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Problème 3 :  

On a : ab ≥ a + b et bc ≥ b + c  

              ⇒  a(b −1) − 𝑏 + 1 ≥ 1 et c(b−1)−b + 1 ≥ 1 

              ⇒  (b− 1)(𝑎 − 1) ≥ 1 𝑒𝑡  (b−1)(𝑐 − 1) ≥ 1 

           Il y a deux cas possible soit b > 1 𝑠𝑜𝑖𝑡 𝑏 < 1 

• Si b > 1 ⇒  b−1 > 0 

                ⇒ 𝑏 − 1 ≥ 1 

                ⇒ a− 1 ≥ 1 𝑒𝑡  𝑐 − 1 ≥ 1 

                ⇒ (a− 1)(𝑐 − 1) ≥ 1 

                ⇒ ac− 𝑎 −  𝑐 + 1 ≥ 1 

                ⇒ ac ≥ a + c 

• Si b < 1 ⇒ b − 1 ≤ −1 

                ⇒ a− 1 ≤ −1  𝑒𝑡 𝑐 − 1 ≤ −1 

                              ⇒ (a − 1)(𝑐 − 1) ≥ 1 

                              ⇒ ac ≥ a + c  

         D’où l’implication . 

 

 

                    
D’prés l’inégalité des mauvais élèves on a : 

1

1 + 𝑎𝑏
+

1

1 + 𝑏𝑐
+

1

1 + 𝑎𝑐
 ≥  

(1 + 1 + 1)2

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 + 3
 

⇒ 
1

1+𝑎𝑏
+

1

1+𝑏𝑐
+

1

1+𝑎𝑐
 ≥  

9

𝑎𝑏+𝑏𝑐+𝑎𝑐+3
 

                          D’après la lemme de tourniquet on a : 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  ≥  𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ⇒  3 + 3 ≥  𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 + 3   

⇒       
9

𝑎𝑏+𝑏𝑐+𝑎𝑐+3 
≥ 

9

6
 = 
3

2
  , D’où le résultat . 
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Problème 5 :             

Remarquons que l’inégalité est symétrique , donc on 

peut supposer sans perte de généralité  que :  a ≥ b ≥ c 

⇒ 𝑎2 ≥ 𝑏2 ≥ 𝑐2 ⇒ 
𝑎

𝑏2+𝑐2
≥

𝑏

𝑎2+𝑐2
≥

𝑐

𝑎2+𝑏2
 

Donc d’après l’inégalité de réordonnement on a : 

𝑎3

𝑏2 + 𝑐2
 +

𝑏3

𝑎2 + 𝑐2
+

𝑐3

𝑎2 + 𝑏2
≥  

𝑎𝑏2

𝑏2 + 𝑐2
+

𝑏𝑐2

𝑎2 + 𝑐2
+

𝑐𝑎2

𝑎2 + 𝑏2
 

𝑎3

𝑏2 + 𝑐2
 +

𝑏3

𝑎2 + 𝑐2
+

𝑐3

𝑎2 + 𝑏2
≥  

𝑎𝑐2

𝑏2 + 𝑐2
+

𝑏𝑎2

𝑎2 + 𝑐2
+

𝑐𝑏2

𝑎2 + 𝑏2
 

Sommons les deux inégalités et divisons les deux 

extrêmes par 
1

2
  et on obtienne le résultat . 

On a  ∀ a, b, c > 0 :                                                                    

𝑎

2𝑐+𝑎
+

𝑏

2𝑎+𝑏
+

𝑐

2𝑏+𝑐
 =  

𝑎2

2𝑎𝑐+𝑎2
+

𝑏2

2𝑎𝑏+𝑏2
+

𝑐2

2𝑏𝑐+𝑐2
 

D’après l’inégalité des mauvais élèves on a : 

𝑎2

2𝑎𝑐 + 𝑎2
+

𝑏2

2𝑎𝑏 + 𝑏2
+

𝑐2

2𝑏𝑐 + 𝑐2
≥ 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑏𝑐 + 2𝑎𝑐
  

𝑎2

2𝑎𝑐+𝑎2
+

𝑏2

2𝑎𝑏+𝑏2
+

𝑐2

2𝑏𝑐+𝑐2
 ≥ 
(𝑎+𝑏+𝑐)2

(𝑎+𝑏+𝑐)2
 = 1 

D’où le résultat . 
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Problème 7 :  

D’après la lemme de tourniquet on a :                                               

(𝑥 +
1

𝑦
)2 + (𝑦 +

1

𝑧
)2 + (𝑧 +

1

𝑥
)2 ≥ (𝑥 +

1

𝑦
)(𝑦 +

1

𝑧
) +

        (𝑥 +
1

𝑦
)(𝑧 +

1

𝑥
) + (𝑦 +

1

𝑧
)(𝑧 +

1

𝑥
) 

⇒ (𝑥 +
1

𝑦
)2 + (𝑦 +

1

𝑧
)2 + (𝑧 +

1

𝑥
)2 ≥  𝑥𝑦 +

𝑥

𝑧
+ 1 +

1

𝑦𝑧
+

𝑥𝑧 + 1 +
𝑧

𝑦
+

1

𝑥𝑦
+ 𝑦𝑧 +

𝑦

𝑥
+ 1 +

1

𝑥𝑧
 

       ⇒  (𝑥 + 1

𝑦
)2 + (𝑦 +

1

𝑧
)2 + (𝑧 +

1

𝑥
)2 ≥  3 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 +

               𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 +
𝑥

𝑧
+

𝑧

𝑦
+
𝑦

𝑥
                                                      

              On a ∀ x , y , z > 0 : 

         xy + 
𝑦

𝑥
≥ 2𝑦 , 𝑥𝑧 +

𝑥

𝑧
≥ 2𝑥 , 𝑦𝑧 +

𝑧

𝑦
≥ 2𝑧 

d’où :  (𝑥 +
1

𝑦
)2 + (𝑦 +

1

𝑧
)2 + (𝑧 +

1

𝑥
)2 ≥ 3(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1) 

 

On a :  𝑥6 +  1 = (𝑥2 + 1)(𝑥4 − 𝑥2 + 1) 

On a : ∀ x >  0 : 𝑥2 + 1 ≥ 2𝑥 

On a : (𝑥2 − 1)2 ≥ 0 ⇒ 𝑥4 − 𝑥2 + 1 ≥ 𝑥2 > 0 

Donc : (𝑥2 + 1)(𝑥4 − 𝑥2 + 1) ≥ 2𝑥(𝑥4 − 𝑥2 + 1) 

⇒ 𝑥6 + 1 ≥ 2(𝑥5 − 𝑥3 + 𝑥) ≥ 2 × 3 

D’où : 𝑥6 ≥ 5 
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Problème 9 :  

On a ∀ x , y , z > 0 

(√𝑥𝑧 −
1

√𝑥𝑧
)2 ≥ 0 ⇒ xz + 

1

𝑥𝑧
 ≥ 2 

On a : xyz(x + y + z)=1                                                       

   ⇒ 
1

𝑥𝑧
= 𝑦(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)                                                                  

⇒ 
1

𝑥𝑧
 =  𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑦𝑧                                                               

Donc : xz + xy + 𝑦2 + 𝑦𝑧 ≥ 2 

⇒ x(z + y) + y(z + y) ≥ 2 

D’où : (x + y)(y + z) ≥ 2 

 

 

 

 

On a : ∀ x , y , z >  0 

D’après l’inégalité des mauvais élèves : 

𝑦2

𝑥
+
𝑧2

𝑥
+
𝑥2

𝑦
+
𝑧2

𝑦
+
𝑥2

𝑧
+
𝑦2

𝑧
 ≥  

(𝑦 + 𝑧 + 𝑥 + 𝑧 + 𝑥 + 𝑦)2

𝑥 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑧
 

     ⇒  
𝑦2+𝑧2

𝑥
+
𝑥2+𝑧2

𝑦
+
𝑥2+𝑦2

𝑧
 ≥  

(2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧))2

2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)
  

    ⇒  
𝑦2+𝑧2

𝑥
+
𝑥2+𝑧2

𝑦
+
𝑥2+𝑦2

𝑧
  ≥ 

4(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2

2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)
  

    ⇒  
𝑦2+𝑧2

𝑥
+
𝑥2+𝑧2

𝑦
+
𝑥2+𝑦2

𝑧
 ≥ 2(x + y + z) 

             D’où le résultat . 
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Problème 11 :  

Soit 𝑈⃗⃗⃗(−𝑎 ;  𝑏) et 𝑉⃗⃗⃗⃗ (b − 𝑑 ; 𝑎 − 𝑐) deux vecteurs de ℝ2 

Donc d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a : 

‖𝑈⃗⃗⃗‖
2
× ‖𝑉⃗⃗‖

2
≥ |𝑈⃗⃗⃗. 𝑉⃗⃗|

2
 

     ⇒ (𝑎2 + 𝑏2)((𝑏 − 𝑑)2 +(𝑎 − 𝑐)2) ≥ (−𝑎(𝑏 − 𝑑) + 𝑏(𝑎 − 𝑐))2 

    ⇒ (𝑎2 + 𝑏2)((𝑏 − 𝑑)2 + (𝑎 − 𝑐)2) ≥ (−𝑎𝑏 + 𝑎𝑑 + 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐)2 

    ⇒ (𝑎2 + 𝑏2)((𝑏 − 𝑑)2 + (𝑎 − 𝑐)2) ≥ (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2 

    ⇒ (𝑎 − 𝑐)2 + (𝑏 − 𝑑)2  ≥  
(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2

𝑎2+𝑏2
 

D’où le résultat . 

 Montrons par récurrence sur n : 

Initialisation :  Pour n = 0  l’inégalité est évidente . 

Hérédité : montrons que : 

                    ( 
𝑛 + 1

2
)𝑛 ≥ 𝑛!  ⇒ (

𝑛 + 2

2
)𝑛+1 ≥ (𝑛 + 1)! 

                  On a : (
𝑛 + 1

2
)𝑛 ≥ 𝑛!  ⇒

(𝑛 + 1)𝑛+1

2𝑛
≥ (𝑛 + 1)! 

  D’après l’inégalité de Bernoulli on a ∀ n ∈ ℕ : 

       (1 +
1

1 + 𝑛
)𝑛+1 ≥ 1 + (n + 1)×

1

1 + 𝑛
 = 2 

  ⇒  (
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)𝑛 + 1≥  2 ⇒  (𝑛 + 2)𝑛+1  ≥  2(𝑛 + 1)𝑛+1 

  ⇒  
(𝑛+2)𝑛+1

2 𝑛+1
≥ 

2(𝑛+1)𝑛+1

2 𝑛+1
  ⇒ (

𝑛+2

2
)𝑛+1 ≥

(𝑛+1)𝑛+1

2𝑛
≥ (𝑛 + 1)! 
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Problème 12 :  

Donc : (
𝑛 + 2

2
)𝑛+1 ≥ (n +1)! 

Conclusion :  d’après le principe de récurrence simple     

on a  démontrer que (∀n ∈ ℕ) : 

                                 (
𝑛 +1

2
)𝑛  ≥  𝑛! 

Changement de variables : puisque a , b , c sont des réels 

strictement positifs on peut alors supposer que :  

𝑎 =
1

𝑥
 , 𝑏 =

1

𝑦
 𝑒𝑡 𝑐 =

1

𝑧
 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 > 0 𝑒𝑡 𝑥𝑦𝑧 = 1 

d’après l’inégalité des mauvaises élèves on a : 

          
𝑥2

𝑦 + 𝑧
+

𝑦2

𝑥 + 𝑧
+

𝑧2

𝑥 + 𝑦
 ≥  

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2

2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

⇒  
𝑥2 × 1

𝑦 + 𝑧
+
𝑦2 × 1

𝑥 + 𝑧
+
𝑧2 × 1

𝑥 + 𝑦
 ≥  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

2
 

                   ⇒ 
𝑥3𝑦𝑧

𝑦 + 𝑧
+
𝑦3𝑥𝑧

𝑥 + 𝑧
+

𝑥𝑦𝑧3

𝑥 + 𝑦
 ≥  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

2
 

 ⇒ 
1

1

𝑥3
(
1

𝑦
+
1

𝑧
)
+

1
1

𝑦3
(
1

𝑥
+
1

𝑧
)
+

1
1

𝑧3
(
1

𝑥
+
1

𝑦
)
≥ 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

2
 ≥ 

3 √𝑥𝑦𝑧
3

2
 

⇒  
1

1

𝑥3
(
1

𝑦
+
1

𝑧
)
+

1
1

𝑦3
(
1

𝑥
+
1

𝑧
)
+

1
1

𝑧3
(
1

𝑥
+
1

𝑦
)
≥  

3

2
 

D’où :  
1

𝑎3(𝑏+𝑐)
+

1

𝑏3(𝑎+𝑐)
+

1

𝑐3(𝑎+𝑏)
 ≥  

3

2
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Problème 14 :  

∀ a, b , c > 0  on a :                                                             

  
𝑎

𝑏+𝑐
+

𝑏

𝑎+𝑐
+

𝑐

𝑎+𝑏
 =  

2𝑎

(𝑏+𝑐)+(𝑏+𝑐)
 +

2𝑏

(𝑎+𝑐)+(𝑎+𝑐)
+

2𝑐

(𝑎+𝑏)+(𝑎+𝑏)
 

On a : a + b > 𝑐 ;  𝑏 + 𝑐 > 𝑎 𝑒𝑡 𝑎 + c >  𝑏 

⇒ (a + b)+(a + b) > 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ; (b + c)+(b + c)> 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

et (a + c)+(a + c)> 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

⇒ 
2𝑎

2(𝑏 + 𝑐)
< 

2𝑎

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 ;  

2𝑏

2(𝑎 + 𝑐)
<

2𝑏

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 ;  

2𝑐

2(𝑎 + 𝑏)
<

2𝑐

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 

⇒ 
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑎 + 𝑐
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
< 

2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 = 

2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 = 2 

D’où :  
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑎 + 𝑐
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
< 2  

∀ a , b , c > 0 𝑜𝑛 𝑎 ∶  
𝑎4+𝑏4+𝑐4

𝑎𝑏𝑐
= 

𝑎3

𝑏𝑐
+
𝑏3

𝑎𝑐
+

𝑐3

𝑎𝑏
 

On appliquons la lemme de tourniquet on obtienne : 

𝑎3

𝑏𝑐
+
𝑏3

𝑎𝑐
+

𝑐3

𝑎𝑏
 ≥ 

𝑎𝑏 

𝑐
 +  

𝑏𝑐

𝑎
+
𝑎𝑐

𝑏
 

⇒ 
𝑎4+𝑏4+𝑐4

𝑎𝑏𝑐
 ≥ 

𝑎𝑏

𝑐
+
𝑏𝑐

𝑎
+
𝑎𝑐

𝑏
 

Encore Appliquons la lemme de tourniquet : 

𝑎𝑏

𝑐
+
𝑏𝑐

𝑎
+
𝑎𝑐

𝑏
≥  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

D’où :  
𝑎4+𝑏4+𝑐4

𝑎𝑏𝑐
 ≥  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
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Problème 16 :  

D’après la lemme de tourniquet on a ∀ x , y , z ≥ 0 : 

(6𝑥 + 1) + (6𝑦 + 1) + (6𝑧 + 1) ≥  

√6𝑥 + 1 × √6𝑦 + 1 + √6𝑦 + 1 × √6𝑧 + 1

+ √6𝑧 + 1 × √6𝑥 + 1 

          ⇒  2((6𝑥 + 1) + (6𝑦 + 1) + (6𝑧 + 1)) ≥  

2√6𝑥 + 1 × √6𝑦 + 1 + 2√6𝑦 + 1 × √6𝑧 + 1

+ 2√6𝑧 + 1 × √6𝑥 + 1 

⇒ 3((6𝑥 + 1) + (6𝑦 + 1) + (6𝑧 + 1)) ≥ (√6x + 1 +

√6y + 1 + √6z + 1)2  

⇒ √3(6(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) + 3) ≥  √6x + 1 + √6y + 1 + √6z + 1 

          ⇒ 3√3 ≥ √6x + 1 + √6y + 1 + √6z + 1 

      D’où le résultat  . 

 

 

 

 

étudions le signe de (𝑥4 − 6𝑥3 + 9𝑥2 − 4𝑥) sur l’intervalle  

]0 ; 3[ cela conduit a étudier le signe de (𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 − 4) 

Sur l’intervalle ]0 ; 3[. 

On pose : f(x) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 − 4 

⇒ 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 12𝑥 + 9 

Résoudrons : 3𝑥2 − 12𝑥 + 9 = 0 

⇒ ∆ =  36 = 62 > 0 ⇒ x = 1 ou x = 3 
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Donc d’après le tableau de variation de f on conclue que : 

    ∀x∈]0 ; 3[ ∶  𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 − 4 ≤ 0 

⇒∀x∈]0 ; 3[ : 𝑥4 − 6𝑥3 + 9𝑥2 − 4𝑥 ≤ 0 

⇒∀x∈]0 ; 3[: 4𝑥 ≥ 𝑥2(9 − 6𝑥 + 𝑥2) 

⇒∀x∈]0 ; 3[: (2√𝑥)2  ≥  𝑥2 × (3 − 𝑥)2 

⇒∀x∈]0 ; 3[ : 2√𝑥 ≥ 𝑥(3 − 𝑥) 

⇒∀𝑥∈]0 ; 3[  : 
√𝑥

3 − 𝑥
≥

𝑥

2
 

On a x , y , z > 0 et x + y + z = 3 

⇒ 
√𝑥

3−𝑥
+ √𝑦

3−𝑦
+

√𝑧

3−𝑧
 ≥  

𝑥

2
+
𝑦

2
+
𝑧

2
 

On a : x + y + z = 3 ⇔ {

3 − 𝑥 = 𝑦 + 𝑧
3 − 𝑦 = 𝑥 + 𝑧
3 − 𝑧 = 𝑥 + 𝑦

 

⇒ 
√𝑥

𝑦 + 𝑧
+ √𝑦

𝑥 + 𝑧
+

√𝑧

𝑥 + 𝑦
≥ 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

2
 

D’où :  √
𝑥

𝑦 + 𝑧
+ √𝑦

𝑥 + 𝑧
+

√𝑧

𝑥 + 𝑦
≥

3

2
 

 

    X                   −∞                       1                     3                +∞ 

  f ’(x)                    +                   −                 + 

                                                                                                      

                                                                               0                                                               + ∞                 

+Variation  

de f               −∞                                       −4 
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On a : x + y + z = 3 

⇒ 3(x + y + z) = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2 

⇒ 3(x + y + z) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦𝑧 + 2𝑥𝑧 

⇒ xy + yz + xz = 
1

2
(3𝑥 − 𝑥2 + 3𝑦 − 𝑦2 + 3𝑧 − 𝑧2)                         

On pose :  S = √𝑥 + √𝑦 + √𝑧 − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧) 

⇒ S = 
1

2
((𝑥2 − 3𝑥 + 2√𝑥) + (𝑦2 − 3𝑦 + 2√𝑦) + (𝑧2 − 3𝑧 +

2√𝑧)) 

    D’après l’inégalité arithmético-géométrique on a : 

    ∀ x , y , z ≥ 0 ∶

{
 
 

 
 
𝑥2+√𝑥+√𝑥

3
≥ √𝑥2 × √𝑥 × √𝑥

3

𝑦2+√𝑦+√𝑦

3
≥ √𝑦2 × √𝑦 × √𝑦

3

𝑧2+√𝑧+√𝑧

3
≥ √𝑧2 × √𝑧 × √𝑧

3

 

⇒ ∀ x , y , z ≥ 0 ∶ {

𝑥2 + 2√𝑥 ≥ 3𝑥

𝑦2 + 2√𝑦 ≥ 3𝑦

𝑧2 + 2√𝑧 ≥ 3𝑧

 

⇒ ∀ x , y , z ≥ 0 :{

𝑥2 − 3𝑥 + 2√𝑥 ≥ 0

𝑦2 − 3𝑦 + 2√𝑦 ≥ 0

𝑧2 − 3𝑧 + 2√𝑧 ≥ 0

 

⇒ (𝑥2 − 3𝑥 + 2√𝑥 + 𝑦2 − 3𝑦 + 2√𝑦 + 𝑧2 − 3𝑧 + 2√𝑧 ) ≥ 0 

⇒ S ≥ 0   

⇒ √𝑥 + √𝑦 + √𝑧 − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧) ≥ 0 

D’où : √𝑥 + √𝑦 + √𝑧 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 
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Problème 1 :                                                                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On a : 
1

𝑥
 +

1

𝑦
+
1

𝑧
= 2 

⇒ −
1

𝑥
−
1

𝑦
−
1

𝑧
= −2 

⇒ 1 −
1

𝑥
+ 1 −

1

𝑦
+ 1 −

1

𝑧
= 3 − 2 

⇒ 
𝑥 − 1

𝑥
+
𝑦 − 1

𝑦
+
𝑧 − 1

𝑧
= 1 

⇒ (
√𝑥 − 1

√𝑥
)2 + (

√𝑦 − 1

√𝑦
)2 + (

√𝑧 − 1

√𝑧
)2 = 1 ( x , y , z > 1) 

D’après l’inégalité de Cauchy_Schwarz   

On a ∀ x , y , z > 1 :                                                       

((
√𝑥 − 1

√𝑥
)2 + (

√𝑦 − 1

√𝑦
)2 + (

√𝑧 − 1

√𝑧
)2)(√𝑥

2
+√𝑦

2
+ √𝑧

2
) ≥

 (
√𝑥 − 1

√𝑥
× √𝑥 +

√𝑦 − 1

√𝑦
× √𝑦 +

√𝑧 −1

√𝑧
× √𝑧)2 

⇒ 1× (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) ≥ (√𝑥 − 1 + √𝑦 − 1 + √𝑧 − 1)2 

⇒ √𝑥 + 𝑦 + 𝑧  ≥ √𝑥 − 1 + √𝑦 − 1 + √𝑦 − 1 

D’où le résultat . 
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On a ∀ a , b ≥ 1 : 

(√(𝑎 − 1)(𝑏 − 1) − 1)2 ≥ 0 

              ⇒ (a− 1)(𝑏 − 1) − 2√(a − 1)(b − 1) + 1 ≥ 0 

                      ⇒ (𝑎 − 1)(𝑏 − 1) ≥ 2√(𝑎 − 1)(𝑏 − 1) − 1 

                      ⇒  ab− a − b + 1 ≥ 2√(𝑎 − 1)(𝑏 − 1)  − 1 

                     ⇒ 𝑎𝑏 ≥ 𝑎 − 1 + 2√(𝑎 − 1)(𝑏 − 1) + 𝑏 − 1 

                     ⇒ ab ≥  √𝑎 − 1
2
+ 2√𝑎 − 1 × √𝑏 − 1 + √𝑏 − 1

2
 

                     ⇒ ab ≥  (√𝑎 − 1 + √𝑏 − 1)2 

                     ⇒ √𝑎𝑏 ≥ √𝑎 − 1 + √𝑏 − 1 

   Par la même façons, on démontre que : ∀ ab + 1 ≥ 1 et                     

   c ≥ 1, on posons que : x = ab + 1 et y = c on a déjà montrer                       

                                √xy ≥ √x − 1 + √y − 1 

                       ⇒     √𝑐(𝑎𝑏 + 1) ≥ √𝑐 − 1 + √𝑎𝑏 + 1 − 1 

                       ⇒     √𝑐(𝑎𝑏 + 1)  ≥ √𝑐 − 1 + √𝑎𝑏 

    On a :    √𝑎𝑏 ≥ √𝑎 − 1 + √𝑏 − 1 

           ⇒   √𝑐 − 1 + √𝑎𝑏 ≥ √𝑎 − 1 + √𝑏 − 1 + √𝑐 − 1 

    D’où : √𝑐(𝑎𝑏 + 1) ≥ √𝑎 − 1 + √𝑏 − 1 + √𝑐 − 1 
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On a : x4 − y4 = x − y 

⇒ (x2)2 − (y2)2 = x − y 

⇒ (x2 − y2)(x2 + y2) = x − y 

⇒ (x − y)(x + y)(x2 + y2) = (x − y) 

⇒ (x + y)(x2 + y2) = 1  (car x − y ≠ 0) 

⇒  x + y =
1

x2+y2
 

D’après l’inégalité arithmético_géométrique on a  : 

x4 + y4 ≥ 2x2y2 

⇒ 4x4 + 4y4 + 4x2y2 ≥ 3x4 + 3y4 + 6x2y2 

⇒ 4(x4 + y4 + x2y2) ≥ 3(x4 + y4 + 2x2y2) 

⇒  
4

3
(x4 + y4 + x2y2) ≥ (x2 + y2)(x2 + y2) 

⇒ 
4

3
×

1

x2+y2
≥

x2 + y2

x4 + y4 + x2y2
 

⇒ 
4

3
(x + y) ≥ 1 ×

x2 + y2

x4 + y4 + x2y2
 

⇒ 
4

3
(x + y) ≥

x2−y2

x2−y2
×

x2 + y2

x4 + y4 + x2y2
 

⇒ 
4

3
(x + y) ≥ 

(x2)2−(y2)2

(x2)3−(y2)3
 

⇒ 
4

3
(x + y) ≥

x4 − y4

x6 − y6
 

D’où : 
4

3
(x + y) ≥

x − y

x6 − y6
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On a : x ≥ y ≥ z > 0 

⇒ {
x − y ≥ 0
y − z ≥ 0
x − z ≥ 0

  et  {

1

z
≥

1

y

1

y
≥

1

x

 

⇒ (x − y)(y − z)(x − z) ≥ 0 

⇒ x2y − xyz − x2z + xz2 − xy2 + y2z + xyz − yz2 ≥ 0 

⇒ x2y − x2z + y2z − y2x + z2x − z2y ≥ 0 

⇒ x2(y − z) + y2(z − x) + z2(x − y) ≥ 0 

⇒ x2(y − z) + z2(x − y) ≥ −y2(z − x) 

⇒ x2(y − z) + z2(x − y) ≥ y2(x − z) 

On a : x2 > 0 et (y − z) ≥ 0 et 
1

z
≥

1

y
 

⇒ x2(y − z) ≥ 0 et  
1

z
≥

1

y
 

⇒ 
x2(y − z)

z
≥

x2(y − z)

y
                                                    

⇒ 
x2(y−z)

z
+
z2(x−y)

y
≥

x2(y−z)+z2(x−z)

y
 

On a : x2(y − z) + z2(x − y) ≥ y2(x − z) ≥ 0 et 
1

y
≥

1

x
> 0 

⇒ 
x2(y − z) + z2(x − z)

y
≥

y2(x − z)

x
 

⇒ 
x2(y − z)

z
+
z2(x − y)

y
≥

y2(x − z)

x
 

⇒ 
x2y

z
−
x2z

z
+
z2x

y
−
z2y

y
≥

y2x

x
−
y2z

x
                                              

D’où : 
x2y

z
+
y2z

x
+
z2x

y
≥ x2 + y2 + z2 
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      D’après l’inégalités arithmético_géométrique on a :                            

                  ∀ a , b , c > 0 ∶ {
1 + ab2 ≥ 2√1 × ab2

1 + bc2 ≥ 2√1 × bc2

1 + ca2 ≥ 2√1 × ca2
  

                                         ⇒

{
 
 

 
 
1+ab2

c3
≥

2b√a

c3

1+bc2

a3
≥

2c√b

a3

1+ca2

b3
≥

2a√c

b3

  

⇒ 
1+ab2

c3
+
1+bc2

a3
+
1+ca2

b3
≥

2b√a

c3
+
2c√b

a3
+
2a√c

b3
 

      D’après l’inégalité des mauvaises élèves on a :                               

          
√2b√a

2

c3
+
√2c√b

2

a3
+
√2a√c

2

b3
≥

(√2b√a+√2c√b+√2a√c)2

a3+b3+c3
 

⇒ 
2b√a

c3
+
2c√b

a3
+
2a√c

b3
≥

(√2b√a+√2c√b+√2a√c)2

a3+b3+c3
 

⇒ 
1+ab2

c3
+
1+bc2

a3
+
1+ca2

b3
≥

(√2b√a+√2c√b+√2a√c)2

a3+b3+c3
 

      D’après l’inégalité arithmético_géométrique on a : 

√2b√a + √2c√b + √2a√c ≥ 3√√2b√a × 2c√b × 2a√c
3

 

⇒ (√2b√a + √2c√b + √2a√c)2 ≥ 9 × (((23abc√abc)
1

2)
1

3)2 = 9 × 23×
1

2
×
1

2
×2 

⇒  
(√2b√a + √2c√b + √2a√c)2

a3 + b3 + c3
≥ 

18

a3 + b3 + c3
 

D’où :  
1+ab2

c3
+
1+bc2

a3
+
1+ca2

b3
≥

18

a3+b3+c3
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                                 ≥ : supérieur ou bien égale 

                                 ≤ : inférieur ou bien égale 

                                 𝑜𝑢̅̅̅̅  : la disjonction exclusive 

                                 ou : la disjonction inclusive 

                                 √x : la racine carré de x 

                                  n! : la factorielle de n 

                                 √x
n

 : la racine n_iéme de x 

                                 ∑p(xi):la somme d’une expression 

                                 ∑ p(xi)cyc : la somme cyclique de p(xi)                                                                  

                                  ∏p(xi): le produit d’une expression 

                                    𝜃: theta (alphabet grec) 

                                    𝜀: epsilon (alphabet grec) 

                                    ∆: delta (alpabet grec) 

                                   𝜎: sigma (alphabet grec) 

                                   𝛾: gamma (alphabet grec) 

                                   𝜑: phi (alphabet grec) 

                                   ∀ : quel que soit (universel) 

                                  ⇒ : implication logique  

                                  ⇔ : bi_implication logique 



 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


